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- Enfoque variacién.

RESUMEN

El aprendizaje de los conocimientos del analisis matematico y en
particular, la conceptualizacion de la nocidn de derivada, constituye
uno de los mayores desafios de la ensefianza del Andlisis Matema-
tico actual. Estamos de acuerdo, con muchos investigadores al res-
pecto, con afirmar que “si bien muchos estudiantes pueden apren-
der a realizar de manera mecanica calculos de derivadas, primitivas
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y resolver algunos problemas, encuentran grandes dificultades para
alcanzar una verdadera comprensién del concepto de derivada”

El proposito de este propuesta es describir los fundamentos del
desarrollo de la derivada sin la nocion del limite desde el enfoque
variacional y plantear una propuesta didactica para la ensefianza
del concepto de la derivada a partir del cociente de incrementos,
dirigida a estudiantes del segundo afio de la carrera de Contador
Publico de la Universidad de la Cuenca del Plata.

En una primera etapa se realizé la recopilacién bibliografica y
analisis de los aportes de las investigaciones acerca de la ense-
fanza y el aprendizaje de la derivada, realizadas en el marco de la
Matematica Educativa y desde la perspectiva del pensamiento y len-
guaje variaciones. El trabajo en esta etapa se analiza la produccion
de importantes investigadores que se encuentran preocupados y
dedicados a producir aportes en la conceptualizacion de la derivada
logrando de esta manera, en los alumnos, el conocimiento y la pro-
fundizacion del enfoque variacional al abordar la derivada.

Luego, en una segunda etapa, planteamos y aplicamos la pro-
puesta didactica para la ensefanza del concepto de la derivada a
partir del enfoque en las clases de andlisis matematico. La aplicacion
practica del enfoque variacional en situaciones concretas durante la
deduccidny el desarrollo del concepto de la derivada como cociente
de incrementos permitié la comprension y apropiacién conceptual
de la derivada; y la aplicacion en diversos contextos econémicos.

1. INTRODUCCION Y DELIMITACION DEL PROBLEMA

Estamos convencidos que el Analisis Matematico es el area de
las matematicas de mayor significatividad en los curriculos y pla-
nes de estudios de distintas carreras universitarias, sobre todo en la
formacion basica del profesional del contador publico. Esta realidad
puede explicarse por su funcionalidad al modelar y optimizar dife-
rentes procesos econdémicos, es utilizada para determinar el produc-



to marginal, elasticidad e importantes funciones econémicas, y para
desarrollar los procesos de optimizacidn, y si queremos ir mas lejos,
tanto el éptimo microeconémico del consumidor como del produc-
tor, representan un problema de optimizacion modelado mediante
un proceso en derivadas parciales, entre otros.

Pero el analisis del proceso de construccion del concepto de la
derivada, remite a resolver el problema historico de hallar la tangen-
te a una curva, en un punto dado. Como referente se toman los tra-
bajos de Fermat, Newton y Leibniz. Fermat obtuvo un método para
hallar la tangente a una curva definida por un polinomio apoyando-
se en el razonamiento de polinomio y divisibilidad de polinomios.
Newton introdujo el concepto de las fluxiones lo que hoy se conoce
como derivadas imponiendo asi su punto de vista fisico para obtener
la recta tangente a una curva como el cociente entre las fluxiones.
Mientras Leibniz interpreto la tangente a una curva como en cocien-
te de los infinitésimos. Como podemos observar el contexto don-
de nace este concepto muy importante es totalmente distinto a las
exigencias en el ambito donde se pretende aplicar en la actualidad.

Centramos nuestra atencién y analisis en los aportes de las in-
vestigaciones acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la deriva-
da, realizadas en el marco de la Matematica Educativa y desde la
perspectiva del pensamiento y lenguaje variacional, aportes reali-
zados por investigadores que trabajaron durante los Ultimos quince
afos las dificultades que surgen en el aula de matematica al tratar
el tema derivada. El trabajo toma la produccién del profesor Dr. Cri-
sologo Dolores [5] y los resultados de otros investigadores de habla
hispana que se encuentran preocupados y estan dedicados a pro-
ducir aportes para mejorar el trabajo en el aula del analisis matema-
tico, en particular al tratar la derivada.

En Analisis Matematico se plantea como objetivo general el
que los estudiantes puedan resolver problemas utilizando los co-
nocimientos sobre limites, razones de cambio y la derivada (entre
otras); hecho el estudio al respecto se concluye que tan sélo 3 de
cada 10 estudiantes alcanzan esos objetivos planteados. Por otro

lado en relacion a los dominios utilizados, en esta asignatura se ob-
tuvo que cerca de un cuarto de ellos conocen hechos y procedi-
mientos especificos de la asignatura, tales como: calcular limites,
obtener derivadas con férmulas y recordar la definicion de derivada;
un poco mas de un cuarto de los estudiantes utilizan aceptablemen-
te algunos conceptos de Andlisis asociados a la derivabilidad y a la
existencia de la derivada, y sélo un tercio puede resolver problemas
de maximos y minimos usando derivada. Todos estos resultados
extraidos de las evaluaciones parciales, de las instancias de conti-
nuas de evaluacion y de los examenes finales de afios anteriores.

Creemos que resultados como los encontrados y analizados en
las distintas instancias de evaluacién descripta en el parrafo ante-
rior, obedecen entre otros, a la escasa comprension del concepto
de derivada. Como consecuencia de este problema podemos en-
contrar estudiantes capaces de resolver ejercicios sobre derivadas
mediante la aplicacién correcta de las reglas de derivacién corres-
pondientes, pero con grandes dificultades para manejar el significa-
do de la derivada, creemos de igual forma que esto pudiera deberse
a que los métodos tradicionales de ensenanza de las matematicas
tienden a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del cal-
culo, que acaba siendo rutinaria.

Al respecto, es importante mencionar que la comprensién de con-
ceptos matematicos es un antecedente primordial para el desarrollo
de la capacidad de aplicar lo aprendido de forma seguray creativa, al
mismo tiempo que es esencial para el adiestramiento l6gico lingliis-
tico, ademas de que permite la transmision de importantes nociones
ideoldgicasreferentesalateoriadel conocimiento segunW. Jungk|[9].

De ahi que nuestra propuesta aboga por aportar elementos que
ayuden a los alumnos a mejorar la comprension de conceptos, en
particular del concepto derivada y aplicarlo sin dificultad a las cien-



cias de la economia. Por las razones expuestas y debido al proble-
ma que representa la escasa comprension del concepto de deriva-
da en el proceso de aprendizaje de los alumnos que estudian para
Contador Publico, se ha propuesto como objetivo de investigacion
el disefio y puesta en practica de una propuesta basada en el Enfo-
que Variacional que contribuya a la mejora en la comprension del
concepto de derivada en estudiantes que han elegido esta carrera.

La propuesta abordada contribuye especificamente el concepto
de derivada, por ello se busca utilizar lo menos posible el forma-
lismo matematico y poner en el centro de atencion a la variacion.
De esta manera la derivada y sus conceptos asociados se forman
como conocimientos matematicos necesarios para explicar o mo-
delar a la variacion.

Existen numerosos antecedentes sobre el tratamiento del tema
en la Ensefianza y, que permiten argumentar la importancia de este
enfoque y mejorar la interdisciplinariedad entre las Ciencias Mate-
maticas y las Ciencias de la Economia en la formacién del Contador,
en pro de enriquecer la ensefanza y mejorar la comprension de te-
mas de suma importancia.

Antes de iniciar el analisis concreto sobre el enfoque es propicio
primero tomar las conclusiones a las que arribo Mariano lriarte [8]
en su trabajo ;qué es y para qué sirve una derivada?, desde las expli-
caciones expresadas en su pagina se trata de observar un poco me-
jor lo qué es y para qué sirve una derivada. Opina que “....nadie puede
entender bien una derivada o una integral o cualquier otro concep-
to fundador del conocimiento si no es capaz de sentirlo, observarlo,
imaginarlo. Mis explicaciones han buscado visualizar el concepto...”
este es el inicio para luego aboradar los siguientes trabajos.

Savador Llinares [10] en su trabajo “La comprensién de la derivada
como objeto de investigacion en didactica de la matematica” revisa

yorganizalas aportaciones de las investigaciones hechas en Matema-
tica Educativa para identificar el conocimiento generado La revision se
ha estructurado considerando: a) lo que se conoce sobre la compren-
sién de la derivada de una funcién en un punto; b) el papel que desem-
pefian los sistemas de representacion; c) las caracteristicas del de-
sarrollo del esquema de derivada. Por ultimo, se identifican lineas de
investigacionnecesarias paraaumentarnuestracomprensiondecomo
los estudiantes dotan de significado y usan el concepto de derivada”

Luego haciendo especial mencién y andlisis profundo de los tra-
bajos del autor e investigador Crisdlogo Dolores Flores [8] en su obra
“una propuesta didactica para la ensefanza de la derivada” conclu-
ye que “el problema que motiva esta investigacion radica en que, con
los cursos tradicionales de Calculo Diferencial en el preuniversitario,
cantidades significativas de estudiantes no logran comprender sus
conceptos basicos, en especial el concepto de derivada. El proyecto
tiene como objetivo el de elaborar una Propuesta Didactica que con-
tribuya a la comprension del concepto de derivada a través de la for-
macion de ideas variacionales, particularmente a través de la nocion
de rapidez de la variacion”. De la misma manera en la propuestas
“Desarrollo del concepto de la derivada sin la nocion del limite” dise-
fiada y elaborada por Yeimy Alexandra Lozano Robayo [11] confirma
que .."el concepto de la derivada, como un cociente incremental infi-
nitesimal, fue de gran ayuda en la resolucién de muchos problemas
tanto matematicos como fisicos a través de la historia, es asi como
Cornu [2] afirma “La derivada no es una aplicacion del concepto de
limite sino todo lo contrario, el calculo de derivadas es el que ha con-
ducido hacia este concepto”. Y concluye que “en la ensefianza de las
matematicas se hace necesario trabajar haciendo uso de modelos
sencillos y practicos, es por eso que esta propuesta para el desarro-
llo del concepto de la derivada se inicia a través del cociente incre-
mental, que conlleven al estudiante a conceptualizar el limite de una
forma natural. Por consiguiente se recomienda incluir esta propuesta
al curriculo y al plan de estudio de la basica secundaria especifica-
mente en el grado once”.



Cancio Diaz, Y [1] en su trabajo -Aplicaciones de la derivada: un
enfoque para estudiantes de economia” concluye que uno de los
grupos tematicos de la Matematica Superior que mas se aplica a la
Economia es, sin duda, la derivada. Es utilizada para determinar el
producto marginal, elasticidad e importantes funciones econdémicas,
y para desarrollar los procesos de optimizacion. Tanto el dptimo mi-
croeconoémico del consumidor como del productor, representan un
problema de optimizacion modelado mediante un proceso en deri-
vadas parciales. Este documento ilustra algunas de las aplicaciones
de la derivada de las funciones de una variable independiente, con
énfasis en las aplicaciones econdmicas.

En un primer momento se ha realizado una revision bibliografica
y elaboracién de informe conceptual. Esta investigacién bibliogra-
fica sobre la tematica fue necesario por considerar que este tema
es un pilar para una construccién adecuada e importante dado que
la utilidad del enfoque variacional es eje de la propuesta. También
se investigaron y analizaran las demas tendencias: el enfoque alge-
braico, el numérico, el formal, el infinitesimalista, el geométrico, y el
computacional. Luego se realizé una comparacion de estos enfo-
ques con el enfoque en cuestion.

En esta propuesta se aborda la ensefanza de la derivada desde
un enfoque distinto basada en autores, como Crisélogo Dolores Flo-
res [4], que han experimentado y aportado constantemente a esta
tematica.

Partamos que la ensefianza de la derivada ha dependido prin-
cipalmente de los textos que utilizan generalmente los profesores,

predominando dos tendencias fundamentales segtn Dolores Flo-
res [6]: en una, la organizacion del contenido clasico se organiza
como en el Analisis Matematico para buscarle sus aplicaciones, en
la otra, el contenido se genera mediante la necesidad de resolver
problemas practicos. Respecto de la primera tendencia los autores
sefalan los enfoques algebraico, numérico, formal y aproximacion
afin local, en la segunda tendencia nombra al enfoque geométrico y
al variacional. A estas dos tendencias habria que agregar una mas,
el uso de la tecnologia, que esta cobrando mucho interés por parte
de investigadores. El enfoque algebraico, prioriza el trabajo con los
algoritmos, principalmente con la regla general de derivacion; en el
enfoque numérico es caracteristico el uso abundante de sucesio-
nes numéricas; en el enfoque formal, los contenidos comprenden
el conjunto de los nimeros Reales, el concepto de funcién como un
caso particular de relaciones, la definicién del limite en términos de
épsilon y una definicion rigurosa de la continuidad por medio del
limite. Para introducir el concepto de derivada bajo el enfoque de
aproximacion afin local, se parte de la idea de coeficiente direccio-
nal (pendiente) de la recta para definir la pendiente de la secante,
estas definiciones sirven de base para introducir los conceptos de
velocidad media y de velocidad instantanea. Hecho esto, se introdu-
ce la idea de tangente como el limite de una sucesién de secantes y
con ello se establece la nocion de aproximacion afin.

Mientras que la segunda tendencia, el enfoque geométrico prio-
riza el significado y la utilidad practica que la derivada tiene en la
resolucion de problemas, en el enfoque variacional se propone cam-
biar el papel principal que la asignatura de analisis matematico con-
fieren al concepto de limite y pone en su lugar a la variacién fisica.
No se sugiere tratar tan exhaustivamente las funciones, sino mas
bien las cantidades y las magnitudes.

Por ello para el disefio de la propuesta se utiliza, como base los
libros “Una introduccion a la derivada a través de la variacion” y “la
variacion y la derivada” de Crisologo Dolores Flores [4][7]. En estas
obras, se aportan elementos didacticos cuyo fin es propiciar una me-



jor comprension de las ideas y conceptos basicos de Calculo, en es-
pecial aquellos que estan cercanamente relacionados con la deriva-
da. Estaintroduccion a la derivada tiene caracter intuitivo y pretende
develar la naturaleza variacional de la derivada a partir del plantea-
miento y resolucién de situaciones variacionales elementales. De
ahi que el eje rector de dicha obra sea precisamente la variacién de
la cual se desprenden las ideas y conceptos, propiedades y procedi-
mientos esenciales de esta parte de las matematicas.

De esta forma la propuesta que implementamos toma como ejes
directrices a la variacion, por las razones que ya mencionamos y a
la transicidn entre registros, esto ultimo porque creemos que, un
alumno no tendra una comprensién completa del concepto de de-
rivada si no puede reconocer y construir cada uno de los procesos
involucrados en la comprension de la derivada en cualquier registro
(geométrico, numérico, algebraico, analitico, fisico, verbal).

De esta manera el enfoque variacional, remueve el discurso mate-
matico institucionalizado desde el fondo, cambiando el papel princi-
pal que en las clases de analisis matematico le confieren al concep-
to de limite y poniendo en su lugar a la variacion fisica, de tal manera
gue no se sugiere tratar tan exhaustivamente las funciones, sino
mas bien las cantidades y las magnitudes. Al concretar estas ideas,
se parte de las razones de cambio promedio obtenidas del estudio
de fendmenos de la vida diaria y se arriba a la derivada como razén
de cambio instantanea por medio de un manejo intuitivo del limite.

En primer lugar se consideraron ejercicios preparatorios y de
diagnésticos para la aplicacion del enfoque variacional: medicién
de cambio, rapidez media, velocidad y tasas de cambio, etc.

Luego se abordo con los alumnos la formacion del concepto de
derivada basada en el enfoque propuesto. Se consideraron los si-
guientes temas: la rapidez media de la variacion, rapidez de cambio
de un fendémeno; los cambios infinitamente pequefios y la velocidad

instantanea; interpretacion de la velocidad media, calculo de veloci-
dades medias y su uso cotidiano.

En un primer momento se introduce la idea inicial para abordar la
variacion de la funcién creciente o decreciente. En este sentido los
alumnos comentaban conocer que una funcién crece mas rapido
comparandola con otra analizando las imagenes de cada una, pero
se concluye que esta idea es solo observacional. Esta comparacion
resulto adecuada para la comprension de la nocién de cambio para
un 90% de los alumnos. Es decir se logra comparar la rapidez de
variacion pero no medirla.

La segunda idea consistié en cdmo medir la rapidez de variacion
a fin de poder comparar en forma objetiva la rapidez de crecimiento
o decrecimiento de una funcién con respecto a las otras. De esta
manera surgio la necesidad de realizar un cociente de variacion de
una de las variables (dependiente) en funcion de la otra (indepen-
diente). Al hallar esta razén permitié comparar numéricamente di-
cha rapidez en las distintas funciones (figura 1y 2).

Al siguiente interrogante: ;Como se halla dicho cociente? ;Que mide
la razon hallada?
Los alumnos realizaron lo siguiente:

FIGURA T: & B HILE,
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* Mide el crecimiento de la funcién en un intervalo

*+ Mide la rapidez de variacion de las funciones en un incremento
considerado de x

* El numero de veces que aumento o disminuyé la variable depen-
diente con respecto a la variable independiente.

Realizan los cocientes respectivos para cada una de las funcio-

nesy comparan.

A la pregunta: ;qué conclusiones puedes observar?

Responden en su mayoria (muy pocos solo un 20%): a mayor valor la
rapidez de cambio en el intervalo considerado la funcion crece mas
rapido que las demds que poseen un menor cociente.

En un segundo momento se plantea la necesidad de hallar la ve-
locidad o rapidez de cambio en un punto en una funcién. Ante este
cuestionamiento los alumnos no encuentran respuesta.

Se sugiere seleccionar un punto o valor en el dominio o en la va-
riablde x. Luego desde dicho punto o valor en x, (denominado x0) se
propone reducir la magnitud del intervalo. Seguidamente se planteo
los mismos procedimientos anteriores para hallar el cociente que
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determiné la velocidad de cambio en un intervalo (figura 3),.

Al consultar a los alumnos: ;Qué observan cuando se reduce los in-
tervalos o incrementos?

Responden todos: los cocientes cambian, es decir, la velocidad de
variacion cambia al cambiar los intervalos. Por lo tanto la rapidez no
es constante en cada intervalo.
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Luego se propuso reducir el incremento de la variable indepen-
diente, de tal manera de acercarnos o aproximarnos al punto selec-
cionado.

Preguntamos: ;A qué concepto nos estamos refiriendo al aplicar
este procedimiento?

Solo unos pocos (un 30% de los presentes) responden: a limite de
una funcion!!

Al preguntar a los alumnos: ;/Qué sucede con el incremento de la
variable independiente?

La mayoria (no todos, un 80%) responden: disminuye!!!

Debido a los distintos cuestionamientos y a la falta de claridad
por parte de los alumnos se opta por tomar un ejemplo concreto. Se
toma una funcioén sencilla f(x) = x2, y los alumnos seleccionaron el
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punto x0= 1.

A fin de realizar un analisis exhaustivo de la situacion se propuso las
siguientes consignas:

1. Determinar los valores del incremento de la variable independiente
de tal manera que se aproxime a 0 (cero)

2. Para cada valor del incremento de la variable independiente deter-
mine el valor del incremento de la variable dependiente

3. Determinar el cociente de los incrementos (la razén) para cada
valor de los incrementos

4. Luego responda: ;a que valor se aproxima el cociente de los incre-
mentos cuando el incremento de la variable independiente tiende o
se aproxima a 0 (cero)?

Todos realizaron el grafico de la funcion, ubicaron el punto selec-
cionado y construyeron una tabla teniendo en cuenta los distintos
valores del incremento en la variable independiente, realizaron los
célculos correspondientes y completaron dicha tabla (figura 4, 5y 6).
FIGURA 4.
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Observemos que la respuesta a la Ultima pregunta se halla sefia-
la con las flechas hacia abajo.
Resultados de la consigna planteada:
1. Un 30% de los alumnos determinaron valores minimos y los demas
tomaron valores muy grandes, en contra de lo que habiamos dedu-
cidos.
2. Solo un 50% calcularon exactamente el incremento de la variable
dependiente, se observo que estos alumnos con dificultades no en-
contraban que procedimiento utilizar para hallar lo solicitado.
3. Para el célculo del cociente de los incrementos (la razén) para
cada valor de los incrementos no hubo inconveniente
4. Todos responden, casi en un 90%, de manera sorprendente lo co-
rrecto, ademas, sefalan en la tabla hacia que numero se aproxima el

cociente cuando el incremento de la variable independiente tiende a
cero (en la figura se observa la flecha que indica dicho valor).

3.2.1. Conclusiones sobre las clases desde el enfoque

Se lograron grandes avances en las ideas fundamentales de co-
ciente incremental, razon de cambio, limite del cociente incremen-
tal, incremento de la variable independiente cuando tiende a cero,
etc. y sus interpretaciones. El alumno pudo identificar la idea de
limite como aproximacién a un valor (ver figuras 4,5y 6) y de deriva-
da como limite de un cociente, cuando el incremento de la variable
independiente se reduce al maximo. Hasta se lleg6é a concretar la
idea de interminaciones y su calculo.

El alumno logré construir su propio concepto de derivada desde
la nocion de velocidad media de variacion hasta llegar a velocidad
instantanea o rapidez de cambio en un punto, desde la perspectiva
del enfoque propuesto.

De la misma manera la representacion grafica de cada situacion
les proporcioné a los alumnos la observacion mas concreta de lo
que estaba realizando mientras construian la idea de derivada en
un punto; permitiéndolo relacionar lo que realizaban analiticamente
con lo disefiado en el grafico.

El estudio y analisis de los aportes de las investigaciones acer-
ca de la ensefianza y el aprendizaje de la derivada, realizadas en el
marco de la Matematica Educativa y desde la perspectiva del pen-
samiento y lenguaje variacional, nos otorgaron los elementos nece-
sarios para trabajar en las clases de analisis matematico, mejoran-
do la comprension del concepto de derivada para luego aplicar a
distintas situaciones economicas.

Al abordar la clase desde el enfoque variacional posibilitaron el
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Al abordar la clase desde el enfoque variacional posibilitaron el
desarrollo de la nocién de la derivada en su maxima comprension,
los alumnos pudieron identificar los distintos momentos en la cons-
truccion del concepto. La clase participativa con constantes interro-
gatorios pretendieron de alguna manera despertar en los alumnos
la exploracion y el andlisis de los conocimientos basicos de la de-
rivada. Lograron aplicar los fundamentos del procedimiento varia-
cional en situaciones de aprendizaje sobre la base concreta de los
algoritmos y procedimientos del enfoque variacional.

Es oportuno remarcar la concentracion, la capacidad, la predis-
posicion y el esmero de los alumnos durante estas actividades, ac-
titudes dignas de consideracion para trabajar en esta tematica.

Se observaron resoluciones y aplicacion de procedimientos ba-
sados en el enfoque propuesto en forma creativa para lograr los
resultados, sobre todo en aquellos ejercicios de mayor compleji-
dad. En muchos casos sorprendié la originalidad en la aplicacion
de esos procedimientos, indicios que permitieron demostrar una
mayor comprension de la tematica. De la misma manera, existe un
avance considerable en la maduracién y en la incorporacién de los
conceptos abordados en las actividades.

De esta manera validamos lo supuesto con anterioridad: el apren-
dizaje de la derivada, partiendo de estrategias graficas, algebraicas
y analiticas basadas en el enfoque variacional permitio, en general,
una mejor comprensién y aplicacion, de parte de los alumnos, de la
derivada de una funcién en un punto.

De la misma manera nos permitio disefar y plantear propuestas
de aprendizaje desde los procedimientos propios del enfoque valo-
rando cada uno de los procesos involucrados en la comprensién de
la derivada en cualquier registro (geométrico, numérico, algebraico,
analitico, fisico, verbal).

Todo este proceso permitidé desarrollar las habilidades propias
del pensamiento y del lenguaje variacional con el propoésito de apli-
carlas parala comprensién de la derivada en las asignaturas de Ana-
lisis Matematico de la carrera de contador Publico y de esta mane-

ra mejorar su comprensioén y aplicacién en contextos econdmicos.

Es importante destacar que la tematica centrada en el Enfoque
Variacional no queda agotada en estas experiencias, pues abordar
la derivada como eje y nexo de articulacion entre la Matematica y
las Ciencias de la economia” en la carrera, comprende dimensiones
mas complejas, como la ensefianza y el aprendizaje.
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