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Resumen

Este  trabajo presenta 'y analiza
procedimientos utilizados por alumnos de
los profesorados en Matemadtica y en Fisica
al resolver una consigna de parcial relativa a
integrales multiples. La finalidad fue
recabar informacion acerca de los
conocimientos que los mismos ponen en
juego al resolverlas y que se manifiestan de
manera indirecta a través de sus
producciones. Los docentes que integran
este grupo de investigacién asumen que es
importante el analisis de los errores como
mecanismo proveedor de informacién
acerca de los saberes que los estudiantes
adquieren en el proceso de aprendizaje y
como disparador para la eventual
reformulacion de practicas pedagdgicas. La
informacidon que se expone se obtuvo a
través de la metodologia que provee la
Ingenieria Didactica. El estudio realizado
refleja las dificultades que tienen los
estudiantes para representar graficamente
las regiones sobre las que se evaluan las
integrales y la determinacion de los limites
de integracion, en particular cuando las
superficies involucradas no estdn centradas
en el origen. Del andlisis se observa, entre
otras cosas, que la operatoria algebraica
asociada a la resolucion de integrales no
resulta problematica para el estudiante.

Palabras clave: Integrales multiples,
errores, Ingenieria Didactica

Abstract
This work presents and analyzes procedures
used by students of the Mathematics and

Physics teachers' careers when solving a
setpoint of partial exam relative to multiple
integrals. The purpose was to collect
information about the knowledge that they
put into play when solving them and that
are manifested indirectly through their
productions. The teachers who make up this
research group assume that the analysis of
errors is important as a mechanism for
providing information about the knowledge
that students acquire in the learning
process and as a trigger for the eventual
reformulation of pedagogical practices. The
information presented was obtained
through the methodology provided by the
Didactic Engineering. The study carried out
reflects the difficulties that students have in
graphically representing the regions on
which the integrals are evaluated and in
determining the limits of integration,
particularly when the surfaces involved are
not centered on the origin. The analysis
shows, among other things, that the
algebraic operation associated with the
resolution of integrals is not problematic for
the student.

Key words: Multiple integrals, errors,
Didactic Engineering

Introduccién

Este trabajo se realizé en el marco de un
proyecto de investigacion cuya tematica
gira en torno a las dificultades por parte de
los estudiantes cuando se los enfrenta a la
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resolucidn de ejercicios que involucran
integrales multiples. La intenciéon es
describir las estrategias utilizadas en la
resolucidn de ejercicios tipicos y que la
explicitacién de éstas permita utilizarlas
como insumo para la reflexién de la propia
practica docente.

Las autoras de este documento,
involucradas en la ensefianza de Calculo y
Analisis Matematico en carreras de grado
de las Facultades de Ciencias Exactas,
Quimicas y Naturales (FCEQyN)
dependiente de la Universidad Nacional de
Misiones (UNaM), han observado en los
alumnos dificultades en el abordaje del
tema que a medida que se desarrolla el
programa, tienden a ser enfrentadas
recurriendo a una serie de técnicas que les
permiten avanzar en un campo de débil
dominio conceptual. Los contenidos previos
no son resignificados ni utilizados como un
mecanismo de validacién, se detecta poca
solidez en la coordinacidn entre registros de
representaciéon semidtica, ademds de
conflictos en el tratamiento de
transformacidn de coordenadas.

La experiencia en la ensefianza de integrales
multiples y la observacion de errores
recurrentes de los estudiantes en el manejo
de las mismas motivé a analizar los
diferentes aspectos que hacen a la
ensefianza del tema en la institucidn antes
mencionada. Como parte de las actividades
llevadas adelante en el marco del proyecto,
se realizé el analisis de la bibliografia
utilizada en el ambito académico, se
confeccionaron e implementaron
secuencias de ensefianza focalizandolas en
aspectos vinculadas a la definicion, se
ofrecieron talleres vinculados a la tematica
y se realizé el anadlisis de los errores que
cometen los estudiantes al resolver
cuestiones ligadas a integrales multiples en
situacién de examen.

En lo que respecta a este trabajo, la
discusion se centrard en analizar las
respuestas dadas por los alumnos de las
carreras de Profesorado en Matematica y
Profesorado en Fisica a una consigna que
formaba parte del segundo examen parcial

de la asignatura Analisis Ill (correspondiente
al ciclo lectivo 2017), con objeto de
identificar y describir los errores mas
habituales en que incurren.

Se considera pertinente indagar sobre los
errores ya que son una preocupacion
constante para los docentes, dado que
éstos emergen de manera natural y
sistematica en el proceso de construccion
de conocimientos y en el proceso de
evaluacion. Identificarlos, significaria un
avance en la planificacién y en el disefio de
nuevas propuestas aulicas, con la finalidad
de transformarlos en una situaciéon de
aprendizaje. Ademads, la problematica
resulta de interés, dado que son incipientes
las investigaciones referidas a eventuales
obstaculos en el aprendizaje de los
conceptos del andlisis matematico. Las
cuestiones vinculadas a su didactica
constituyen un campo relativamente joven
dentro de la Didactica de la Matematica. Los
reportes encontrados se circunscriben
mayoritariamente a las dificultades
observadas en el dmbito del cdlculo y del
pre-cdlculo, siendo escasas las
publicaciones referidas a los obstaculos en
el aprendizaje de las integrales multiples.
En los apartados siguientes se describen el
marco tedrico que orientd este trabajo y los
lineamientos metodoldgicos seguidos, se
exponen ademas los resultados obtenidos y
finalmente, se esbozan reflexiones
emanadas del analisis realizado.

Marco tedrico

La visidon que se tenga de la Matematicay de
su aprendizaje influye en la manera en que
se concibe al error, tanto en lo que respecta
a su génesis como a su analisis e
interpretacion, supone la adhesién a un
determinado marco tedrico de referencia.
Desde la investigacion en educacién se
advierte que las concepciones e
interpretaciones cambian de acuerdo al
paradigma en que éstas se fundamentan. En
particular, el significado dado al error varia
segin sea considerado desde el
conductismo o el constructivismo.
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Tradicionalmente, en el marco del
conductismo, se atribuye la responsabilidad
del error al alumno y se intenta corregirlo
poniendo a éste en situaciones que lo
enfrenten a resolver ejercicios similares. En
este sentido, el error es entendido como
una ausencia de saber en el estudiante (no
presta atencion, no acata las directivas del
profesor, no visualiza el placer en el
conocimiento, etc.), que debe ser
sancionado, y recae en el docente la tarea
de sefalar los errores y sustituir la técnica
equivocada por una adecuada.

A partir de los aflos sesenta, bajo la
perspectiva constructivista, el error es
entendido como la manifestacion de un
saber que genera mecanismos de
construccion de conocimiento para el
sujeto, ya sea completando, modificando o
corrigiendo el erréneo (D’AMORE, 2008). Al
respecto, Rico (1995), sefiala:

“no hay fuentes ultimas del conocimiento,
admitir que todo conocimiento es humano,
gue esta mezclado con nuestros errores y
nuestros prejuicios. Esto lleva a admitir el
error como parte constituyente de nuestra
adquisicion del conocimiento”. (RICO,
1995, p. 73)*

Debido a la multiplicidad de significados que
adquiere el vocablo y con objeto de evitar
vaguedades, se considerara al error en el
sentido propuesto por Brousseau (1983),
esto es, considerar que el error no es sélo el
efecto de laignorancia, de la incertidumbre
o del azar, como sostenian las teorias
conductistas del aprendizaje, sino el efecto
de un conocimiento anterior que en cierto
dominio de acciones tenia su interés y
resultaba exitoso pero que ahora se revela
como erréneo o inadaptado.

Aspectos metodolégicos

Contexto educativo

Los alumnos que participaron de Ia
investigacion son estudiantes que cursaron,
durante el ciclo lectivo 2017, la asignatura
Analisis Matematico Ill, correspondiente al

ILas letras en negritas pertenecen a Rico.
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segundo cuatrimestre del segundo afio de
las carreras Profesorado en Matematica y
Profesorado en Fisica de la FCEQyN-UNaM.
Particularmente, en este trabajo se
analizaron las respuestas dadas por los
alumnos a un problema incluido en el
segundo examen parcial de la asignatura y
que consistia, en lineas generales, en la
representacion grafica de dos regiones de
integracion y la identificacién de los
correspondientes limites de integracion en
problemas relativos a integrales multiples.
El examen fue rendido por 9 alumnos, de los
cuales 8responden al ejercicio que se
analiza en este documento.

Si se toman en consideraciéon las
descripciones efectuadas por Bardin (1996)
y Ander-Egg (2010) sobre las diferentes
metodologias de investigacién en Ciencias
Sociales, la modalidad de estudio adoptada
en el presente trabajo responde a un
enfoque descriptivo, pues se usaron
técnicas de andlisis de contenido que
viabilizaron la recopilacién de datos con
propdsitos concretos prefijados por los
investigadores.

La ingenieria diddctica

Desde la Ingenieria Diddctica se propone un
esquema experimental basado en las
realizaciones didacticas en clase delineadas
a partir de un trabajo de “concepcion,
realizacion, observacion y analisis de
secuencias de ensefianza”. El proceso de la
Ingenieria que se adoptd para el analisis de
la consigna dada en el examen parcial,
contempld cuatro fases: analisis preliminar,
concepcidn y  analisis a priori,
experimentacién y finalmente analisis a
posteriori y evaluacién. En este trabajo la
atencién se centré en la confrontacidn
entre la segunda y cuarta fase (Artigue,
1995), lo cual constituye el foco de la
validacién de esta metodologia.

Discusion de los resultados
Propuesta de trabajo y tipos de errores
observados
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En situacion de examen parcial, se presentd
la consigna que se expone en la figura 1.

Figura 1. Consigna propuesta a los alumnos
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Regidn B:

Las graficas de estas superficies no
presentan mayores dificultades, ambas
estdn centradas en el origen y representan

1- Dada las siguientes regiones:

z=3.

x?=1

1.1) Grafiqgue ambas regiones.

Regién A:El recinto interior al cilindro x? + y? = 2xy comprendido entre los planos z=0 y

Regién B: La regidn bajo el paraboloide z = x? + y? e interior al cilindro circular rectoy? +

1.2) Plantee la forma de calcular el volumen de las regiones Ay B

1.3) Elija uno de las dos regiones y halle el volumen.

A continuacidn, se presenta una descripcion
de las tareas realizadas en el marco de las
diferentes fases de la Ingenieria.

Andlisis a priori

ftem 1.1)

Se esperaba que con la representacion
grafica de las superficies los estudiantes
pudieran visualizar el sélido generado a
partir de la interseccidn de las mismas. A su
vez, ésta podria favorecer la identificacion
de los limites de integracién. Experiencias
anteriores permitieron detectar que los
graficos no emergen espontdneamente en
los estudiantes como un recurso valido para
el correcto planteo de las integrales, a
menos que esto sea solicitado en la
consigna.

Region A:

De las superficies dadas, se preveia que la
que mayor dificultad podria generar al
momento de la representacion fuese el
cilindro. Esto en virtud de que éste no esta
centrado en el origen y, frente a la ausencia
explicita de la variable zen la expresion
algebraica, los estudiantes, quisieran
representarlo como una curva plana.

casos de uso habitual en el desarrollo de las
clases y en los libros de textos. El desafio
reside en visualizar correctamente la region
comprendida por debajo del paraboloide e
interior al cilindro.

ftem 1.2)

La consigna fue redactada de forma amplia,
en la que no se explicita método o forma de
resolucidn particular.

Region A:

En este caso, una forma rdpida de
resolucidn consistiria en plantear la férmula
para el calculo del volumen de un cilindro
(V = m.72.h) sin usar integrales mdltiples.
Otro procedimiento seria formular los
procesos de integracion desarrollados en
clases, usando integrales dobles o triples, y
en cada una de ellas la posibilidad de
plantear sistemas diferentes de
coordenadas: cartesianas, polares o
cilindricas.

Las posibles formas de planteo del calculo
del volumen son los siguientes:

- Si se recurre a la aplicacién de la
férmula: V = m.r2. h, se tendra que
identificar el valor del radio (r) y de
la altura (h), los cuales no son
inmediatos. Para hallar el valor de r
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debera completar cuadrados en la
expresiénx? + y2 = 2x,para
obtener la ecuacion
equivalente(x — 1)2+y?2 =1. la
altura estara dada por Ia
interseccién del plano z = 3 con el
cilindro.

Si se plantea integrales dobles en
sistemas de coordenadas
cartesianas, deberian lograr
identificar la funcién a integrar
f(x,y) como la diferencia entre
z=3yz = 0,quedando f(x,y) =
3. Asimismo determinarla regién de
integracién como la proyeccién en
el plano xy resultante de Ia
interseccién entre el planoz =3y
el cilindro, que en este caso sera la
circunferencia generatriz del
cilindro (x — 1)% + y2 = 1.

Se tendria que 0 <x <
2e—/1-(x—1)2<y<
J1—(x—1)2.

Si se plantea integrales dobles en
sistemas de coordenadas polares,
se prevé que la dificultad esté
asociada a reconocer que la regién
de integracidn en el plano polar no
es un rectdngulo, ya que en el plano
cartesiano no es una circunferencia
centrada en el origen, sino que esta
trasladada en el eje x. Los limites de
integracién resultarian: 0<r <
2cosf vy —g <6< % La funcién
integrando resultaria de multiplicar
3 por el valor del Jacobiano “r”.

Si se plantean integrales triples en
sistemas de coordenadas
cartesianas, el valor de la funcidn
integrando seria f(x,y,z) = 1ylos
limites de integracion:
0<x<2—-/1-(x—1)2<y<
J1—(x—1)2y0 <z <3.

Si se plantean integrales triples en
sistemas de coordenadas
cilindricas, el valor de la funcidn
integrando seria igual a la unidad
multiplicada por el factor de
correccion r (Jacobiano). Los limites

de integracion resultarian: 0 < r <
20059,—%3 0 SgyO <z<3.

- Otro procedimiento podria ser
contemplar que el volumen de Ia
region que se quiere determinar es
el mismo si el cilindro estuviese
trasladado al origen de
coordenadas (invariancia del
volumen ante traslaciones y
rotaciones). En este caso, si se
utiliza un cambio de coordenadas,
el planteo de las integrales
resultaria ser mas sencillo, ya que:

e Si se plantea integrales
dobles en coordenadas
polares, los limites de
integracién estarian dados
por 0<r<10<60<
21 y la funcidon integrando
resultaria de multiplicar 3
por el valor del Jacobiano
“r.

e Si se plantea integrales
triples en coordenadas
cilindricas, los limites de
integracién estarian dados
por0<r<1,0<606<2nm
y 0 <z < 3.El valor de la
funcién integrando seria
igual a la unidad
multiplicada por el factor
de correccién r (Jacobiano).

Cabe aclarar que este ultimo procedimiento
se puede argumentar de dos maneras, una
de ellas sujeta a una mirada estrictamente
geomeétrica y visual, ya que el volumen de
un solido no se modifica si sufre una
traslacion, o bien desde un punto de vista
analitico recurriendo a la traslacion de
conicas:x; =x —h e Vi=1Y,
obteniéndose x? + yZ = 1.

Region B:
A diferencia de la region A, en este caso no
es factible recurrir a la geometria elemental,
se deberia utilizar las técnicas de
integracion tal como se menciond en el caso
anterior.
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Las posibles formas de planteo de célculo de
volumen son los siguientes:
- Si se plantea integrales dobles en

sistemas de coordenadas
cartesianas, deberian lograr:
identificar la funcién a

integrarf (x,y) como la diferencia
entre z=x+y%? y z=0.
Asimismo la regién de integracion
como la proyeccién en el plano xy
de la interseccion entre el cilindro y
el paraboloide, que en este caso
resulta ser la circunferencia x? +
y? =1. la variacién de x seria
—1<x<1 y la variacion de
yi—V1—-x2 <y <+v1-—x2

- Si se plantea integrales dobles en
sistemas de coordenadas polares la
region de integracion en el plano
polar es un rectangulo, dado por:
0<r<1 y 0<6<2n la
funcién integrando resultaria de
multiplicar r’por el valor del
Jacobiano r.

- Si se plantean integrales triples en
sistemas de coordenadas
cartesianas, el valor de la funcidn
integrando seria f(x,y,z) = 1ylos
limites de integracidn:

-1<x<1 —V1—-x2<y<
V1—x2y0 < z < x? 4+ y?

- Si se plantean integrales triples en
sistemas de coordenadas
cilindricas, el valor de la funcién
integrando seria igual a la unidad
multiplicada por el factor de
correccion r. Los limites de
integracién resultarian: 0<r <
1,0<60<2ny0<z<re

ftem 1.3)
La regidon elegida para hallar el volumen
dependerd de lo realizado en el item
anterior:

- Se espera la eleccion de la region A,
en el caso de que los estudiantes se
percaten de las posibilidades que
ofrece la geometria elemental y/o
la invariancia del volumen ante

rotaciones y traslaciones para el
cdlculo del mismo. Para este caso,
no se prevé mayores dificultades en
el manejo algebraico.

- Silo descrito en el parrafo anterior
no emergié, se espera que la
eleccion sea el calculo del volumen
de la regiobn B, ya que las
transformaciones involucradas en
el proceso del cambio de variables,
generan una region mas sencilla de
integracion. De acuerdo al tipo de
coordenadas que se elijan, serdn
mas o menos complejos los calculos
asociados a éste proceso. Se espera
gue la mayor dificultad se presente
al momento de la resoluciéon de
integrales planteadas en
coordenadas cartesianas.

Procedimientos observados en |Ia
resolucion de los parciales: fase
experimental

ftem 1.1)

Se citan a continuacion las producciones de
tres alumnos que representaron de manera
incorrecta la region A, dado que no lograron
identificar el desplazamiento del cilindro. En
cuanto a la regiéon B no se presentaron
inconvenientes en la representacién de la
region.

Figura 2: Representaciones gréficas de la
Regidn A realizada de manera incorrecta
por tres estudiantes

) 2 0 f v W) ¢
Ol Yo Menor-af alnad NTTO ) 0 thAYA

(a)
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obtener los limites de integracién
de 7, no les permitié detectar que
ante la presencia de un radio
variable, la representacion grafica
realizada no se correspondia con lo
obtenido en el registro algebraico
(imagen (a)).

- En las propuestas con graficos
validos se observd que, uno se
planted en coordenadas
cartesianas correctamente y no asi
en cilindricas (imagen (c)), tres
utilizaron coordenadas cilindricas,
pero determinaron mal uno de los
limites de integracion para la
variable 6 (imagen (b), (c) y (d)) y
s6lo uno recurrié al uso de
coordenadas cilindricas y polares
sin obtener resultados favorables.

Figura 3. Planteo de integrales realizada por
los estudiantes para la regién A utilizando
diferentes sistemas de coordenadas.

(c)

ftem 1.2)

Plateo del volumen de la Region A (a)
En las resoluciones analizadas se detecté lo
siguiente:

- Los tres alumnos que graficaron de
manera incorrecta la regidn,
mencionados anteriormente,
ademas tuvieron dificultades en el
planteo del volumen. Se observé
que si bien manipularon
correctamente la expresion
algebraica x2+y%2=2x en el
proceso de transformacién a
coordenadas  cilindricas  para

www.ucp.eduar FIEBIEE cuencadelplata 73
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Plateo del volumen de la Region B

La mayoria de los alumnos no tuvo
inconvenientes en el planteo del volumen,
las coordenadas mads elegidas fueron las
cilindricas. Solo dos alumnos presentaron
dificultades:

- En uno de ellos, tanto en
coordenadas cartesianas como en
polares, el error se detectd en la
obtencién de la funcién integrando
(imagen (a)).

- Enlaimagen (b) el error también se
observd en la obtencién de la
funcién integrando bajo
coordenadas polares. En
coordenadas cartesianas se realiza
en forma correcta.

ftem 1.3)

Seis alumnos eligieron la region B para
calcular el volumen, de ellos cinco
resolvieron correctamente. Los restantes
eligieron la region A, pero dado que en el
item anterior el planteo del volumen vya
habia presentado dificultades, el resultado
obtenido es incorrecto.

Figura 4. Planteo de integrales realizada por
los estudiantes para la regidén B utilizando
diferentes sistemas de coordenadas.

(a)

4
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(b)

Contraste entre andlisis a priori y a
posteriori

ftem 1.1)

De las dificultades previstas para la
representaciéon de la regiéon A, emergio la
referida al desplazamiento del cilindro, ya
que el centro del mismo fue representado
en el origen de coordenadas. En cuanto a la
region B, no se presentaron dificultades en
su identificacion.

ftem 1.2)

En el planteo del volumen para la regién A,
no emergié el uso de la férmula del volumen
de un cilindro como asi tampoco |la
invariancia del volumen ante traslacién y
rotacion.

Uno de los errores observado, y no previsto
en el andlisis a priori, fue la determinacion
de los limites de integracién del dngulo en
coordenadas cilindricas o polares.

Para la region B, tal como se habia previsto,
emergieron los cambios de coordenadas
anticipados.

La identificacion incorrecta de la funciéon
integrando para el calculo del volumen, fue
uno de los obstaculos detectados en dos
resoluciones. Esta posibilidad no fue
anticipada en el analisis a priori.

ftem 1.3)
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La mayoria de los alumnos eligié la region B
para calcular el volumen.

En cuanto al manejo algebraico presente en
el proceso de integracion no se detectaron
mayores dificultades, incluso en aquellos
casos donde el planteo del volumen (item
1.2) fue realizado de manera incorrecta.

Reflexiones

- Dado que en la consigna se explicita
el nombre de la superficie a
representar, no es posible
determinar si el alumno es capaz de
reconocer a partir del registro
algebraico, la  representacion
grafica asociada. Por esta razon,
como docentes, se cree
conveniente diseflar consignas
donde el nombre de la superficie
esté implicito.

- Se cree que una de las posibles
causas del error observado en la
representacion del cilindro
trasladado pudiera estar asociado a
la preferencia, tanto en lo
bibliografico como en el trabajo
aulico, del uso (representacion,
calculo de volumen, etc) de
superficies centradas en el origen.

- A partir de las resoluciones de los
estudiantes se observa dificultades
en la articulacién de registros de
representacion de un mismo objeto
matematico, tal como fue
detectado para la expresionx? +
y? = 2x.

- La region A presenta la
particularidad de ser un cilindro
circular recto, lo cual posibilita el
uso de laférmula (V = m.r2. h)para
el calculo del volumen, sin usar
integrales multiples. A pesar de la
simplicidad de la regidn este calculo
no emergié ni como procedimiento
de resolucidon, ni como mecanismo
de control en caso de haber
utilizado las integrales multiples.
Esto nos hace pensar laimportancia
de generar espacios en los cuales el
alumno pueda recurrir al uso de
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saberes previos para la validacidon
de los resultados obtenidos.

Lo observado anteriormente, no es
una cuestidon inherente a este caso
en particular, los docentes de este
grupo de investigacién  han
detectado de manera recurrente
cémo el alumno, frente a Ila
construccion de nuevos
conocimientos, suele dejar de lado
aquellos saberes adquiridos en
otras instancias de aprendizaje

En el planteo de las integrales
dobles se observa dificultad para
detectar la funciéon integrando,
tanto en coordenadas cartesianas
como en polares. No resulta claro
identificar si el alumno toma como
funcién integrando una de las
superficies, la que cominmente se
considera como “techo”, o como
una variacién entre las superficies,
“techo” y “piso” de la regidon de
integracion.

durante su formacion académica. -
- La representacion grafica en forma

La propuesta realizada nos permitié
detectar que las  mayores
correcta no asegura que la dificultades en el tratamiento de las
identificacion de los limites de integrales multiples, por parte de
integraciéon sea adecuada, en los estudiantes, no estuvieron
particular cuando se implementa dadas en la resolucién algebraica
cambios de coordenadas en sino en la representacion grafica, la
superficies no centradas en el determinacién de los limites de
origen. Esto nos permite reflexionar integracion y la utilizacion de

acerca de las actividades que se les diferentes sistemas de
propone a los estudiantes durante coordenadas.
el proceso de ensefianza vy

aprendizaje de estos contenidos, en

las cuales se deberia contemplar un

mayor  tratamiento de la

correspondencia que existe entre

una region dada en coordenadas

cartesianasy su correspondiente en

el sistema de coordenadas con el

gue se quiera trabajar.
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